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Problema 1.5

Nel circuito di sono coinvolte quattro batterie con relative resistenze interne ed
un resistore R. Determinare a) la differenza di potenziale del resistore e b) le d.d.p. ai
capi di ciascuna batteria. | dati sono: V; = V3 = 10V, V5, = 20V, V4 = 15V,
T =7r3 = QQ, To = 39, T4 = 0,5 Q, R =301Q.
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Soluzione. Indicati con A, B, C e D i terminali dei quattro generatori (fig. 1),
definite le correnti entranti ed uscenti dal nodo A e il verso di percorrenza nelle
due maglie scelte, il primo principio di Kirchhoff si traduce nella relazione

i3—i1—i2=0 (1)
mentre il secondo principio permette di scrivere le ulteriori due relazioni

{ Vi —1riiy —raty — Vo — RZ3 =0 (2)

—T4i2 + V4 - Vg — Tgig — R’Lg = O
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Fig. 1. Indicazioni di nodi, maglic ¢ correnti.

Le e permettono di impostare il sistema lineare

i3—11 —13=0
V1 - 7‘1i1 - 7‘2i1 — V2 - Rig =0
—r4io+ V3 — V3 —r3i9g — Rig =0

avente come incognite le tre correnti. Riordinato
(41 12 —13 = 0
{ (T1 -+ Tz)il 0is —Rizg=Vo -V (3)
01y —(7“3 + 7"4)i2 —Ris=V3 -V,

e per semplicita, espresso in termini numerici con la sostituzione dei valori numerici
delle resistenze e dei potenziali

11 (P) —13 = 0
{—52’1 Oiz —30i3= 10 (4)
041 —2,5t0 —30i3 = -9,

il calcolo dei determinanti fornisce

11 1
17; 4
A=|-5 0 =30 :—%—150:—%
0 —-25 —30
o 1 -1
Ay=[10 0 30| =475
5 —25 —30
1 0 -1
Ay=|-5 10 —30|=—300— 150 — 25 = —475
0 -5 —30
1 1 0
As=|-5 0 10|=-254+25=0
0 —25 —5
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per cui le soluzioni sono

A, 475
"TA T (—475/2) :
Ay —4T5
27N T (—475)2) ’
B _ 0

BTN T (—475/2)

a) Osserviamo quindi che il resistore R non viene attraversato da alcuna corrente
per cui 1 potenziali dei nodi A ¢ B sono uguali ossia V4 = Vi ¢ la corrente circola
nell’'unica maglia concordemente al verso di is.

b) Le d.d.p. ai capi delle quattro batterie sono pertanto:

Va—Vp=-r4i2 +Vi=—(05Q)(2A) + 15V = 14V,
Vp—Vp=—-Vs—r3ip =—10V — (2Q)(2A) = -14V

come d’altra parte aspettato visto che V4 = V. Allo stesso modo

Vi — Vo = Vo — 9y = 20V — (3Q)(2A) = 14V,
Vo =Vyi=—riia = Vi = —(2Q2)(2A) —10V = —14 V.
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Problema 1.13

Dodici resistori ciascuno di resistenza r sono connessi a forma di cubo come mostrato
in . Determinare la resistenza equivalente rilevata tra A e B, vertici opposti della
diagonale di una faccia del cubo.

Soluzione. Come nei precedenti due problemi immaginiamo di collegare ai vertici
A e B del cubo un generatore di tensione tale che sia V4 > Vg. Siano inoltre
Vi, Vo, Vs, Vi, Vs, Vi i potenziali dei corrispondenti vertici (fig. 1) e iy, is e i3 le
correnti uscenti dal vertice A.

Fig. 1. Correnti sui conduttori associati ai vertici A ¢ B.

Per la simmetria della disposizione le correnti ¢; dello spigolo A-1 e iy relativa allo
spigolo A—2 sono uguali per cui i1 = i2. La legge di Ohm implica quindi

VA—VlzTil, VA_‘/QZT"L.Q, i1:i2 — V1:V2. (1)
I resistori di tali spigoli sono quindi in parallelo cosi come, di conseguenza, i
resistori degli spigoli B—1 e B—2. Lc stesse correnti divergenti dal vertice A sono,

per la simmetria gia evidenziata, convergenti in B (fig. 1). Ne segue che nel vertice
2 la corrente i9g dello spigolo 2—6 dev’essere nulla per la prima legge di Kirchhoff

’ig—iQG—iQZO — i26:0.
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Un’analoga osservazione vale per il vertice 1 per cui lo spigolo 1-4 non & percorso
da corrente cio¢ 314 = 0.

I resistori degli spigoli 2-6 e 1-4 non sono quindi percorsi da corrente cosicché ai
loro capi la d.d.p. e nulla e quindi valgono le relazioni tra i potenziali

Vi=Vo=Vy=Vs
e il cubo lo si puo riportare alla rete di figura 2 costituita ora da solo 10 resistori

e dove si sono aggiunti dei collegamenti fittizi per connettere i punti allo stesso
potenziale (si veda, per una alternativa, la finale).

4,6 5

Fig. 3. Circuito equivalente al cubo.

Quest’ultima configurazione, a sua volta, si mostra equivalente al circuito “bidi-
mensionale” di figura 3 e attraverso il quale si riconoscono piu facilmente i colle-
gamenti in serie e in parallelo. Poiché

llelolrrl= — =~
arallelo[r,r]= =—,
P ’ r+r 2
il circuito di figura 3 si riduce dapprima a quello di fig. (passo 1) e successiva-
mente a quello equivalente di fig. 4b. T passi successivi sono rappresentanti dalla

figura
Tradotto questo processo in una successione di formule risulta:
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Fig. 5. Circuiti equivalenti e passo finale.
per cui la resistenza complessiva del cubo € re, = 3r/4.
Nota. Poiché gli spigoli 1-4 e 2—6 non sono percorsi da corrente (oltreché essere

equipotenziali), i resistori presenti si possono sostituire con degli interruttori aperti
come in figura

Fig. 6. Punti equipotenziali e interruzioni.

Ne segue che la rete piana di resistori di figura 3 va modificata in quella di figura

e questa, dopo una riduzione dei quattro collegamenti in parallelo (passo 1) diviene
equivalente al circuito di figura
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Fig. 7. Circuito equivalente al cubo di figura
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Fig. 8. Circuiti equivalenti alla rete di figura

Successivamente, riconosciuti due gruppi di resistenze in ciascuno dei quali i re-
sistori sono in serie (fig. 8a), un’ulteriore riduzione permette di semplificare il
circuito in quello di fig. e quindi, con un passo finale, ottenere la resistenza
equivalente: in formule

roor r
passo 2: r2:r+§+§+r:3r, 7‘2bi5:§
passo 3: L:i—klzi = T :ﬁ

' Teq 3r T 3 ‘g
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Problema 2.7

Un campo magnetico uniforme di 0,2 T possiede direzione concorde all’asse = di un
sistema cartesiano Oxyz. Un fascio di protoni (m = 1,67 x 10727 kg) entra nella
regione con una velocita di 9 x 10° m/s e forma un angolo di 75° con il campo.
Determinare il raggio della traiettoria e il suo passo.

Soluzione. Definita la simbologia

¢=160x10"19C, m=1,67x10"2"kg, wvg=9x10°m/s,
062750, 32072T7

il campo B si puo rappresentare vettorialmente come B = B1i dove i assieme a j
e k, appartiene alla terna di versori che definisce il sistema cartesiano. Ne segue
che il vettore velocita, nell’istante in cui il fascio entra nel campo magnetico (che
supponiamo nell’origine), & espresso da

vy = (vgcos )i+ (vgsena)j = vi +vi]j (1)

con v e vy componenti della velocita iniziale rispettivamente parallela e perpen-
dicolare al campo B (fig. 1). La forza di Lorentz agente sul fascio di protoni

N

C
F = q(vo x B) = q(vp cosai+ vgsen aj) x (Bi)

= quoBcosa(i x i) + qupBsen a(j x i) = quoBsen a(j x i)

in quanto i x i = 0. Poiché in una terna destrorsa vale 1'uguaglianza vettoriale
ixj = k, per la proprieta anticommutativa del prodotto vettoriale la forza diviene

F = —(qugBsena)k = —(qui B)k (2)
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B

Fig. 2. Rappresentazione del moto sul piano zy.

per cui inizialmente & parallela all’asse z ma di verso opposto. Come aspettato,
questa ¢ dovuta alla sola componente perpendicolare v al campo della velocita
e agisce in un piano ortogonale alla direzione di B mentre la sua componente &
nulla nella direzione dell’asse z (fig. 2).

Il moto che ne deriva € la composizione di un moto circolare uniforme con un moto
rettilinco uniforme, quest’ultimo dovuto invece alla componente della velocita vy,
parallela a B: la traiettoria & pertanto costituita da un’elica (fig. 1).

Il raggio della traiettoria si deduce proiettando la seconda legge della dinamica
sul piano zy (fig. 2) che lega 'accelerazione centripeta (v, )?/r con il modulo della
forza

2 2
m(v m(vg sen o
qz)LB:A — qvoBsena:M
r r
da cui mug sen o
r=-———" =4>54cm. 3
qB (3)

Il periodo di rotazione di tale moto si deduce sfruttando la relazione cinematica
vy = 27nr/T che per scriviamo

2 ] 2
a_T(quOﬁ . T:ngzg,%xm—?s.
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Poiché in tale intervallo di tempo il protone avanza con la velocita costante v =
v cosa e di un tratto pari al passo p, questa grandezza risulta

p=uv T = (vgcosa)T =7,64cm.
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Problema 2.11

Una regione di spazio & sede di un campo elettrico E = —Ej con £ = 10°V/m e di un
campo magnetico B = Bj con B = 0,15T. Un protone (m = 1,67 x 10727 kg) viene
immesso nella regione con velocita vy = 8 x 10 m/s formante un angolo o = 30° con
I'asse y. a) Calcolare il raggio r dell'elica e la distanza percorsa lungo y dal protone
nel primo giro. b) Calcolare inoltre la distanza percorsa prima che il protone inverta il
suo moto lungo I'asse .

Soluzione. a) Rappresentiamo nella figura | la situazione iniziale del protone
(¢ = 1,6 x 10712 C) ponendolo in tale istante nell’origine O di un sistema definito
dai versori i, j e k.

Vox

-

Vo Vo
Yo

.....
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Espressa la velocita iniziale v tramite le componenti

Vo = g1+ vo,j + 0k = (vg sen a)i + (v cos a)j, (1)
il protone nel suo moto nella regione sede dei due campi risente sia della forza di
Lorentz g(vo x B) che della forza gE dovuta al campo elettrico. La seconda legge
della dinamica implica quindi

q¢(vo x B) + ¢E = ma
mentre in termini di componenti diviene
ql(vosen )i + (v cos a)j] x (Bj) + q(—Ej) = m(a,i+ a,j+ a.k),

relazione vettoriale che si riduce nella

(quoBsena)k — (gE)j = m(azi+ ayj + a.k) (2)
non appena si applichi la proprieta distributiva e si osservicheixj=kejxj=0.
La forza agente sul protone in O possiede pertanto solo le componenti F = —qFE
¢ F, = gqupBscna ¢ sc dividiamo la per la massa m

E\. vy B sen v . .
— <q>J + <(]o>k =a,i+a,j+ak,
m m

riconosciamo le componenti iniziali dell’accelerazione

a, =0
qF

y =—" (3)
B

o, — WBrosena (@)

m

a) Con riferimento alla figura 2 dove sono riportati i vettori iniziali della velocita
vor = (vosena)i e della forza F,, osserviamo che la perpendicolarita vo, L F,
viene rispettata anche negli istanti successivi per cui il moto nel piano zz ¢ un
moto circolarc uniforme con accclerazione centripeta a, rapprescentata dalla c
velocita in modulo costante uguale a vg, = vgsena. In questo piano la relazione
tra modulo della velocita e accelerazione centripeta € quindi

(voz)? (vo sen a)?
=a,

r r m

qBuvg sen

dalla quale ricaviamo il raggio della proiezione su xz della traiettoria

muvp Sen &
ryYr = — 5
' 4B (5)

e quindi, con i dati iniziali, il suo valore numerico r = 0,278 m.
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B

Fig. 2. Rappresentazione del moto sul piano zz.

Posto nella precedente vy sen o = wr = 27t /T ne discende pure il periodo T

m 2nr 2mm
— . T="""24 107 7s.
r BT = B 37 x 107" s (6)

Se sull’asse x il moto & evidentemente armonico in quanto proiezione di un moto

circolare (e analogamente su z), lungo l’asse y agisce accelerazione costante data
dalla per cui il moto su questo asse e¢ uniformemente accelerato. Poiché la

.....

SOno

qF

=
qF qF

= —| — t — — |\ — t / 7

Uy <m> + voy <m> + vg cos & (7)
1 /qFE E

y=—= = 2 + (vg cos )t = — = 12 + (v cos @)t (8)
2\m 2m

La sostituzione di t = T nella fornisce la distanza 41 percorsa in un periodo T

E

mentre, b) per determinare la massima distanza percorsa yo prima di invertire il
moto va dedotto I'istante dell’inversione della velocita caratterizzato dalla vy, = 0.
Posta questa condizione nella troviamo

E 5 -
0:_<q>t+vom 4y = OCBY _pgs 10T (9)
m qF

per cui la distanza cercata ¢

E
Yo = — <gm> t% + (vo cos a)ty.
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Sostituendo ’espressione simbolica (9) diviene

_ gqE (mugcosa 2+ mua cos® a
v = 2m qF qF
e, dopo alcune semplificazioni, si riduce alla
2 .2
mug cos” o
=——=251lm.
Y2 2E

Nota. Quale approfondimento di questo problema traduciamo la traiettoria del
moto armonico nel piano xz riportata in figura 2 nelle corrispondenti equazioni
rappresentative cosi da associarle all’equazione (8) che gia descrive il moto lungo
y . Con il raggio r dato dalla (5), la pulsazione w = 27 /T e il periodo ottenuto in
(6), queste sono

x = —rsen(wt), z =r[l — cos(wt)]

cosicché le equazioni complete della traiettoria sono

xr = —rsen(wt)
E
y=— (;1m> t2 + (vy cos )t

z = r[l — cos(wt)].

Nelle due figure seguenti rappresentiamo da due punti di vista distinti la traietto-
ria del protone assieme all’asse del moto: in blu quando la componente v, della
velocita & concorde con il verso dell’asse y, in rosso invece la sua traiettoria di
ritorno con v, < 0.

Fig. 4. Rappresentazione prospettica del moto: vista 2.
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Problema 3.7 A

Un filo rettilineo di lunghezza finita AB & percorso dalla corrente i. a) Determinare
il campo magnetico in un punto P a distanza d dal filo. b) Estendere il risultato
nell’ipotesi che il filo sia infinitamente lungo.

Soluzione. a) Con riferimento alla figura | e introdotta una terna di riferimento,
definiamo innanzitutto i parametri geometrici coinvolti: la distanza del punto P
dal filo sia PQ) = d, mentre

dl = dij (1)










































